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Napięcie przemienne sinusoidalne 



N a p i ę c i e m  p r z e m i e n n y m  nazywa się takie napięcie 
okresowo zmienne, którego wartość i kierunek jest okresową fun-
kcją czasu oraz wartość średnia całookresowa jest równa zeru. 
Przebiegi czasowe napięć okresowo zmiennych mogą być na przy-
kład trójkątne, prostokątne, sinusoidalne. Cechą charakterystyczną 
jest cykl zmian powtarzający się w ciągu czasu T, zwanego 
okresem. Odwrotnością okresu jest częstotliwość napięcia f. 
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f — częstotliwość napięcia [Hz] 
T  —  okres [s] 
ω —  prędkość kątowa wirowania wektora siły elektromoto- 
  rycznej Em [rad·s−1] albo inaczej pulsacja napięcia [1/s] 
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Wytwarzanie napięcia przemiennego 

sinusoidalnego 
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Wytwarzanie napięcia przemiennego 

sinusoidalnego 

u u t U t= =( ) sinm ω

( )ψω +== tUtuu sin)( m

ω —  pulsacja napięcia [1/s] 
ψ  — kąt fazowy albo faza początkowa [rad] 

Ogólnie 

u(t) = e(t), a stąd Um = Em 
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Wytwarzanie napięcia przemiennego 

sinusoidalnego 
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Wniosek: Zmienne wielkości fizyczne sinusoidalne można  
jednoznacznie przedstawiać lub określać za pomocą trzech 
wielkości: amplitudy, częstotliwości i fazy początkowej — 
kąta fazowego. 
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początkowa

– kąt 
fazowy 

Okres 



Napięcie przemienne sinusoidalne 
Przesunięcie fazowe 
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Napięcie i prąd sinusoidalnie zmienny 

jako wektory wirujące 

Każdą wielkość sinusoidalnie zmienną można przedstawić jako 
w e k t o r  w i r u j ą c y, niezależnie od przebiegu czasowego. 
Wektor taki obraca się ze stałą prędkością kątową ω wokół swego 
punktu początkowego, a jego moduł (długość wektora) jest równy 
amplitudzie wielkości sinusoidalnej. Osią odniesienia jest oś od-
ciętych, dodatni kierunek wirowania jest przeciwny do kierunku 
wskazówek zegara, a kąt, jaki tworzy wektor z osią odniesienia w 
chwili t = 0 jest równy fazie początkowej. Wektory wirujące  n i e  
są wektorami w sensie fizycznym, lecz są wektorami geometrycz-
nymi na płaszczyźnie, zmieniającymi swój kierunek z czasem. 
Dlatego też nazywa się je często wektorami czasowymi, wskazami 
albo fazorami. 
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Napięcie i prąd sinusoidalnie zmienny 

jako wektory wirujące 
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Dodawanie wielkości sinusoidalnych 
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Dodawanie wielkości sinusoidalnych 
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Dodawanie wielkości sinusoidalnych 
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Wartość średnia prądu (napięcia) 

przemiennego 
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Wartość średnia prądu (napięcia) 

przemiennego 
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Wartość skuteczna prądu (napięcia) 

przemiennego 
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Wartość skuteczna prądu (napięcia) 

przemiennego 
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Współczynniki szczytu i kształtu 
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Moc prądu przemiennego 
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Moc prądu przemiennego 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Indukcyjność L 

Założenia: 

L = const, R = C = 0  ∧  i = Imsinωt 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Indukcyjność L 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Indukcyjność L 
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Wniosek: Napięcie na cewce wyprzedza prąd o π/2 (90°) 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Indukcyjność L 

t

u, i

2π

i

eL
uL

0 ππ/2
I

U      LI=ω

EL

ϕ      π = + /2



Napięcie przemienne sinusoidalne 
Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Indukcyjność L 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Indukcyjność L 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Indukcyjność L 

W odbiorniku czysto  i n d u k c y j n y m  L (bez rezystancji R 
i pojemności C) zachodzi okresowa  w y m i a n a  energii między 
odbiornikiem i źródłem zasilania bez jednokierunkowego przepływu 
energii połączonego z nieodwracalną przemianą energii elektrycznej 
w inną postać energii, np. cieplną, jak w odbiorniku rezystancyj-
nym. 
Wskutek tego energia elektryczna pobierana przez odbiornik induk-
cyjny w ciągu danego czasu, składającego się z pewnej liczby okre-
sów, wyrażona w dżulach, równa się  z e r u, oraz moc elektryczna, 
równa energii pobieranej w ciągu jednostki czasu, wyrażona w wa-
tach, również jest równa  z e r u. Jednakże wskutek okresowej 
wymiany energii przez odbiornik indukcyjny płynie prąd bierny 
indukcyjny o wartości skutecznej I, a na jego zaciskach występuje 
napięcie o wartości skutecznej U. 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Indukcyjność L 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Indukcyjność L 
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Moc bierna indukcyjna 

Energia bierna indukcyjna 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Pojemność C 

Założenia: 

C = const, R = L = 0 ∧ u = Umsinωt 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Pojemność C 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Pojemność C 
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Wniosek: Prąd na kondensatorze wyprzedza napięcie o π/2 (90°) 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Pojemność C 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Pojemność C 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Pojemność C 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Pojemność C 

W odbiorniku czysto  p o j e m n o ś c i o w y m  C (bez rezystancji 
R i indukcyjności L) zachodzi okresowa  w y m i a n a  energii 
między odbiornikiem i źródłem zasilania bez jednokierunkowego 
przepływu energii połączonego z nieodwracalną przemianą energii 
elektrycznej w inną postać energii, np. cieplną, jak w odbiorniku 
rezystancyjnym.  
Wskutek tego energia elektryczna pobierana przez kondensator w 
ciągu danego czasu, składającego się z pewnej liczby okresów, 
wyrażona w dżulach, równa się  z e r u, oraz moc elektryczna, rów-
na energii pobieranej w ciągu jednostki czasu, wyrażona w watach, 
również jest równa  z e r u. Jednakże wskutek okresowej wymiany 
energii przez kondensator płynie stale prąd bierny pojemnościowy o 
wartości skutecznej I, a na jego zaciskach występuje napięcie o 
wartości skutecznej U.  
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Pojemność C 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Pojemność C 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 

W zależności od sposobu połączenia elementów L i C ze źródłem 
energii możliwe są dwa przypadki rezonansu: 
  s z e r e g o w e  połączenie powoduje rezonans  n a p i ę ć; 
  r ó w n o l e g ł e  połączenie powoduje rezonans  p r ą d ó w.  

Z j a w i s k o  r e z o n a n s u  występuje w różnych układach 
fizycznych i pojawia się, gdy układ jest poddany pobudzeniom 
o k r e s o w y m  o częstotliwości równej częstotliwości drgań 
s w o b o d n y c h  układu. 
R e z o n a n s  powstaje tylko wtedy, gdy odpowiedź przejściowa 
układu ma charakter  o s c y l a c y j n y, a to wymaga magazyno-
wania przez układ dwóch rodzajów energii: pola elektrycznego 
i pola magnetycznego. Obwód rezonansowy (oscylacyjny) musi 
zawierać elementy pasywne magazynujące energię, czyli konser-
watywne, tj.  i n d u k c y j n o ś ć  i  p o j e m n o ś ć. 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Szeregowe połączenie R, L i C 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Szeregowe połączenie R, L i C 

∫++=++=
t

CLR ti
Ct

iLRiuuuu
0

d1
d
d

I
C

IXULIIXURIU CCLLR ω
ω 1;; =====

tIi ωsinm=

( )?sinm ϕω += tUu 2
;

2
mm IIUU ==



Napięcie przemienne sinusoidalne 
Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Szeregowe połączenie R, L i C 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Szeregowe połączenie R, L i C 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Szeregowe połączenie R, L i C 
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Z —  impedancja, opór pozorny, zawada [Ω] 
X  — reaktancja wypadkowa, opór bierny [Ω] 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Szeregowe połączenie R, L i C 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Szeregowe połączenie R, L i C 
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 X > 0 ⇔ XL > XC ⇒ ϕ = ψu − ψi > 0 — charakter indukcyjny; 

 X < 0 ⇔ XL < XC ⇒ ϕ = ψu − ψi < 0 — charakter pojemnościowy; 

 X = 0 ⇔ XL = XC ⇒ ϕ = ψu − ψi = 0 ∧ UL = UC — charakter  
rezystancyjny  →  r e z o n a n s  n a p i ę ć. 



Napięcie przemienne sinusoidalne 
Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Szeregowe połączenie R, L i C 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Szeregowe połączenie R, L i C 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Szeregowe połączenie R, L i C 

 f > f0 ⇒ XL > XC  — indukcyjny; 

 f < f0 ⇒ XL < XC  — pojemnościowy; 

 f = f0 ⇒ XL = XC  — rezystancyjny 
→  r e z o n a n s  n a p i ę ć. 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Równoległe połączenie R, L i C 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Równoległe połączenie R, L i C 
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Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Równoległe połączenie R, L i C 
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Napięcie przemienne sinusoidalne 
Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Równoległe połączenie R, L i C 
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Napięcie przemienne sinusoidalne 
Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Równoległe połączenie R, L i C 

Y —  admitancja, przewodność pozorna, opór pozorny [S = Ω−1] 
BC  — susceptancja (przewodność bierna) pojemnościowa [S = Ω−1] 
BL  — susceptancja (przewodność bierna) indukcyjna [S = Ω−1] 
B  — susceptancja wypadkowa, przewodność bierna [S = Ω−1] 

( ) 2222
22 11 BGBBG

L
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R
Y LC +=−+=
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
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Napięcie przemienne sinusoidalne 
Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Równoległe połączenie R, L i C 

 G 

B 
Y 

ϕ  

Trójkąt admitancji  
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Napięcie przemienne sinusoidalne 
Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Równoległe połączenie R, L i C 

( )
G

C
L

G
L

C

G
BB

G
B LC

ω
ωϕω

ω
ϕ

−
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−
=

−
==−

1

tg

1

tg

 B > 0 ⇔ BC > BL ⇒ ϕ = ψu − ψi < 0 — charakter pojemnościowy; 

 B < 0 ⇔ BC < BL ⇒ ϕ = ψu − ψi > 0 — charakter indukcyjny; 

 B = 0 ⇔ BC = BL ⇒ ϕ = ψu − ψi = 0 ∧ IL = IC — charakter  
rezystancyjny  →  r e z o n a n s  p r ą d ó w. 

Porównanie obwodów szeregowego i równoległego 
X > 0 ⇒ B < 0 ∧ X < 0 ⇒ B > 0  



Napięcie przemienne sinusoidalne 
Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Równoległe połączenie R, L i C  

U ϕ = 0  
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Napięcie przemienne sinusoidalne 
Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Równoległe połączenie R, L i C 

f

B
BL

0

BC

f0



Napięcie przemienne sinusoidalne 
Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Równoległe połączenie R, L i C 

f

U

G2

0

G1

f0

I/G1

I/G2

G2 > G1

 f > f0 ⇒ BC > BL — pojemnościowy; 

 f < f0 ⇒ BC < BL — indukcyjny; 

 f = f0 ⇒ XL = XC — rezystancyjny 
→  r e z o n a n s  p r ą d ó w. 



Napięcie przemienne sinusoidalne 
Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Energia w stanie rezonansu — szeregowe połączenie R, L i C 

( )
t

wLi
t

i
t
iLuip m

d
d

d
d

d
d 2

2
1 ====

Cewka:   i = Imsinωt 

w Li LI t LI tm m= = =1
2

2 1
2

2 2 2 2sin sinω ω

Kondensator:   uC = UCmsin(ωt −π/2) = −UCmcosωt  

w Cu CU t CU te C Cm C= = =1
2

2 1
2

2 2 2 2cos cosω ω



Napięcie przemienne sinusoidalne 
Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Energia w stanie rezonansu — szeregowe połączenie R, L i C 

Suma energii w stanie rezonansu  

constcossin 2
0

22
0

22 ==+=+ LItCUtLIww Cem ωω

ω ω ρ ω0
0 0

1L C
L
C U I

C I L
CC= = = = =oraz

ρ —  impedancja charakterystyczna albo falowa [Ω] 



Napięcie przemienne sinusoidalne 
Elementy L i C w obwodach prądu 

przemiennego sinusoidalnego 
Energia w stanie rezonansu — szeregowe połączenie R, L i C 

Suma energii w stanie rezonansu  

Wniosek: W stanie rezonansu występuje wymiana energii 
między polem magnetycznym cewki i polem elektrycznym 
kondensatora. 





Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 

 

Re A 
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+j 
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Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 

A A jA= +1 2

A1, A2  —  rzuty wektora na osie liczb rzeczywistych 
 i urojonych 

j =  — jedność albo jednostka urojona, jednostko-
wa liczba urojona 

Postać algebraiczna 

1−



Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 

Acosα = A1 — rzut wektora na oś liczb rzeczywistych  
Asinα = A2  — rzut wektora na oś liczb urojonych 

Postać trygonometryczna 

( )αα sincos jAA +=



Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Postać wykładnicza 

A Ae j= α

 —  moduł liczby zespolonej 2
2

2
1 AAA +=

( )12arctg AA=α — argument liczby zespolonej 



Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Zależności napięciowo-prądowe w dziedzinach 

czasowej i częstotliwościowej 
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Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Zależności napięciowo-prądowe w dziedzinach 

czasowej i częstotliwościowej 
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Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Zależności napięciowo-prądowe w dziedzinach 

czasowej i częstotliwościowej 

ϕ
ω

ω jZjXR
C

LjRZ e1
=+=






 −+=

—  moduł impedancji zespolonej 22 XRZ +=

( )RXarctg=ϕ

ϕcosRe ZRZ ==

ϕsinIm ZXZ ==

—  argument impedancji (przesunięcie 
fazowe) 

—  rezystancja obwodu 

—  reaktancja wypadkowa obwodu 



Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Zależności napięciowo-prądowe w dziedzinach 

czasowej i częstotliwościowej 

—  moduł admitancji zespolonej 22 BGY +=

( )GBarctg=′ϕ

ϕ′== cosRe YGY

ϕ′== sinIm YBY

—  argument admitancji (przesunięcie 
fazowe) 

—  konduktancja obwodu 

—  susceptancja wypadkowa obwodu 

ϕ
ω

ω ′=+=

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

 −+= jYjBG

L
CjGY e1



Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Zależności napięciowo-prądowe w dziedzinach 

czasowej i częstotliwościowej 
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Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Zależności napięciowo-prądowe w dziedzinach 

czasowej i częstotliwościowej 
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Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Zależności napięciowo-prądowe w dziedzinach 

czasowej i częstotliwościowej 
iu ee mmmm
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Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Prawo Ohma 

U Z I=
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
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Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Połączenie szeregowe impedancji 
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Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Połączenie szeregowe impedancji 
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 — moduł impedancji 

 — argument impedancji 



Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Połączenie równoległe impedancji 
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Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Połączenie równoległe impedancji 
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 — moduł admitancji 

 — argument admitancji 



Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Prawo Ohma 

I Ie j= 0

( ) ϕj
XR UejUUjXIRIIjXRIZU =+=+=+==

 —  moduł napięcia 22
XR UUU +=

( )RX UUarctg=ϕ  — argument napięcia (przesu-
nięcie fazowe) 



Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Prawo Ohma 

 ωL > (1/ωC) ⇔ X > 0, UX > 0 ∧ ϕ = ψu − ψi > 0 — charakter 
indukcyjny; 

 ωL < (1/ωC) ⇔ X < 0, UX < 0 ∧ ϕ = ψu − ψi < 0 — charakter 
pojemnościowy; 

 ωL = (1/ωC) ⇔ X = 0, UX = 0 ∧ ϕ = ψu − ψi = 0 — charakter  
rezystancyjny  →  r e z o n a n s  n a p i ę ć. 



Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
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Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Przykład 
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Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Przykład 
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Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Moc prądu przemiennego 
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Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Moc prądu przemiennego 

 

Re S 
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Im S 
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Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Moc prądu przemiennego 

UIQPSS =+== 22

S — moc pozorna [VA] 
P  —  moc czynna [W] 
Q —  moc bierna [var] 

P UI

Q UI
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Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Moc prądu przemiennego 

I I I IR X= =cos sinϕ ϕoraz

 

ϕ I 

U 

IR = I cosϕ 

IX = I sinϕ 



Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Współczynnik mocy 

cosϕ = P
S 

ϕ2 
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IC I2X I1X 
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ϕ1 



Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Współczynnik mocy 

Założenia: 

const =∧= RC IUCjI ω

( )212121 tgtgtgtg ϕϕϕϕ −=−=−=
U
PIIIII RRXXC

( )21 tgtg ϕϕω −=
U
PCU



Napięcie przemienne sinusoidalne 
Analiza obwodów elektrycznych 

metodą liczb zespolonych. Metoda symboliczna 
Współczynnik mocy 

( )212 tgtg ϕϕ
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U
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